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Stabilnost aditivnih preslikav in izometrij
Povzetek
V diplomskem delu obravnavamo problem stabilnosti aditivnih preslikav in izome-
trij, oboje na evklidskih prostorih. Določimo vse zvezne preslikave, ki zadostijo
Cauchyevi funkcijski enačbi na nekem evklidskem prostoru. Definiramo pojem δ-
aditivna preslikava za δ > 0 in dokažemo, da za vsako δ-aditivno preslikavo obstaja
enolično določena aditivna preslikava, ki jo aproksimira. Pri tem je norma razlike
manǰsa ali enaka δ. Dokažemo tudi, da je δ-aditivne preslikave k-tega reda za k = 2
mogoče aproksimirati z aditivnimi preslikavami. Pri tem se optimalna ocena apro-
ksimacije izbolǰsa. Dokažemo nekatere lastnosti izometrij in definiramo δ-izometrijo
za δ > 0. Dokažemo, da za vsako δ-izometrijo obstaja izometrija, za katero je norma
razlike manǰsa od 10δ.
Stability of additive transformations and isometries
Abstract
The thesis addresses the problem of stability of additive transformations and is-
ometries on euclidian spaces. Cauchy’s functional equation is solved in the class
of continious transformations. We define δ-additive transformations for δ > 0 and
prove, that for every δ-additive transformation there exists exactly one additive
transformation, which approximates the former with norm of difference being less
or equal to δ. If we are dealing with δ-additive transformation of k-th order for
k = 2 the same property holds with a better approximation constant. We prove
some properties of isometries and define δ-isometries for δ > 0. We prove that every
δ-isometry can be approximated by an isometry with the norm of difference being
less than 10δ.
Math. Subj. Class. (2010): 39B22, 39B82.
Ključne besede: Stabilnost funkcijskih enačb, aditivne preslikave, izometrije.
Keywords: Stability of functional equations, additive transformations, isometries.
1. Aditivne preslikave na R in Cauchyeva funkcijska enačba
Definicija 1.1. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora. Če za preslikavo f : E → E ′
velja f(x+ y) = f(x) + f(y) za vsaka x, y iz E, je f aditivna preslikava.
S funkcijskimi enačbami se je prvi ukvarjal d’Alembert, ki je v letih 1741, 1750
in 1769 objavil tri članke o njih ter opisal aplikacije le-teh. V članku leta 1769 se je
posvetil problemu paralelograma sil, kjer opazujemo dolžino vsote dveh enako dolgih
vektorjev, ki oklepata kot φ iz [0,π]. Funkcijo f definiramo kot dolžino rezultante
vsote glede na dolžino vektorja.
Naj bo vektor p vsota dveh vektorjev p1 + p2, ki kažeta v isto smer in q enako
dolg vektor, ki je prav tako vsota vektorjev q1 + q2, ki kažeta v isto smer. Naj velja
enakost |p1| = |q1| = x in |p2| = |q2| = y. Rezultanto vsote p+ q označimo z r in jo
prav tako lahko razstavimo na r1 + r2, kjer je r1 = p1 + q1 in r2 = p2 + q2. Iz tega
sledi, da je f(x) = |r1|, f(y) = |r2| in f(x+ y) = |r|.
Torej po eni strani je
|(p1 + q1) + (p2 + q2)| = |r1 + r2|.
Očitno je, da r1 in r2 kažeta v isto smer, torej lahko zapǐsemo
|r1 + r2| = |r1|+ |r2|
= f(x) + f(y).
Če enačbo preuredimo dobimo




Torej za našo iskano funkcijo velja
(1) f(x) + f(y) = f(x+ y)
za poljuben pozitiven par števil x,y iz R.
Enačbo (1) imenujemo Cauchyeva funkcijska enačba. Zanimale nas bodo zvezne
funkcije f : R→ R, za katere velja (1) za vsak par x, y iz R.
Trditev 1.2. Vsaka zvezna rešitev Cauchyeve funkcijske enačbe na R je oblike
f(x) = c · x
za nek c iz R.
Dokaz. Z indukcijo dokažemo, da za funkcijo, ki zadošča (1), velja
(2) f(x1 + x2 + . . .+ xn−1 + xn) = f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn−1) + f(xn)
za vsako n-terico realnih števil.
Če v (2) vstavimo x = x1 = x2 = . . . = xn−1 = xn, dobimo
(3) f(n · x) = n · f(x).
Naj bo x = m
n
· t, kjer sta m,n iz N in t realno število. Torej velja n · x = m · t in
tudi
f(n · x) = f(m · t).
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Iz (3) vidimo, da velja
n · f(x) = m · f(t).















(4) f(r · x) = r · f(x)
za vsak x iz R in vsak pozitiven r iz Q.
Če v (1) vstavimo y = 0, dobimo
(5)
f(x+ 0) = f(x) + f(0)
f(x) = f(x) + f(0)
f(0) = 0.
Podobno, če je x = −y, sledi
(6)
f(x− x) = f(x) + f(−x)
f(0) = f(x) + f(−x)
po (5)
0 = f(x) + f(−x)
−f(x) = f(−x).
Iz enačb (5), (6) vidimo, da f(r · x) = r · f(x) velja tudi za negativne r iz Q.
Označimo c = f(1) in iz tega dobimo, da
f(r) = c · r
velja za vsak r iz Q.
Sedaj izberemo x iz R in zaporedje {rn}n∈N iz Q, ki konvergira proti x. Ker je f
zvezna, velja









= c · x

Posledica 1.3. Zvezna aditivna preslikava f : R→ R je linearna preslikava.
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2. Aditivne preslikave na Rn
Trditev 2.1. Aditivna zvezna preslikava f : Rn → Rn je linearna.
Dokaz. Z indukcijo dokažemo, da velja
(7) f(x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn) = f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn−1) + f(xn)
za poljubno n-terico iz Rn. Če v (7) vstavimo x1 = x2 = · · · = xn−1 = xn = x,
dobimo
f(n · x) = n · f(x).
Podobno kot pri dokazu trditve 1.2 sledi, da tudi za aditivno preslikavo f : Rn → Rn
velja
f(c · x) = c · f(x)
za poljuben par x iz Rn in c iz Q.
Sedaj izberemo zaporedje {rn}n∈N iz Q, ki konvergira proti nekemu t iz R. Zaradi
predpostavke zveznosti f velja






= t · f(x).
Torej je poljubna zvezna aditivna preslikava na Rn tudi homogena in iz tega sledi,




3. Stabilnost aditivnih preslikav na evklidskih prostorih
Problem stabilnosti Cauchyeve funkcijske enačbe je prvi postavil S. Ulam.
Definicija 3.1. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora, δ > 0 ter ‖.‖ evklidska norma.
Preslikavi f , ki slika iz E v E ′, pravimo δ-aditivna preslikava, če za vsako dvojico
x, y iz E velja
‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ < δ.
Problem je sledeč. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora. Ali za vsak ε > 0
obstaja δ > 0, da za vsako δ-aditivno preslikavo f : E → E ′ obstaja aditivna
preslikava l : E → E ′, ki zadosti neenakosti ‖f(x)− l(x)‖ < ε za vsak x iz E?
Izrek 3.2. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora in f : E → E ′ δ-aditivna preslikava.
Potem za vsak x iz E obstaja limn→∞
f(2nx)
2n





je aditivna in za vsak x iz E velja
‖f(x)− l(x)‖ 5 δ.
Še več, l je edina aditivna preslikava s to lastnostjo.
Dokaz. Najprej bomo dokazali obstoj limitne aditivne funkcije l(x). Za vsak x iz
E je neenakost ‖f(2x)− 2f(x)‖ < δ očitna iz definicije δ-aditivne preslikave, ko je
y = x. Če namesto x v neenakosti pǐsemo x
2
in neenačbo delimo z 2 vidimo, da∥∥∥∥12f(x)− f(x2 )
∥∥∥∥ < δ2
velja za vsak x iz E.
Dokažimo
(8)
∥∥2−nf(x)− f(2−nx)∥∥ < δ(1− 2−n).
Ker za n = 1 neenakost (8) drži, naredimo indukcijski korak n → n + 1. Če v
‖f(2x)− 2f(x)‖ < δ namesto x vstavimo 2−n−1x in delimo z 2 dobimo
(9)
∥∥∥∥12f(2−nx)− f(2−n−1x)
∥∥∥∥ < δ2 .
Ko (8) delimo z 2, pridemo do
(10)
∥∥∥∥2−n−1f(x)− 12f(2−nx)
∥∥∥∥ < δ(12 − 2−n−1).




















torej je tudi ∥∥2−n−1f(x)− f(2−n−1x)∥∥ < δ(1− 2−n−1).
Neenakost (8) drži za vsak n iz N in za vsak x iz E.
Naj bo qn(x) =
f(2nx)
2n











(f(2m−n · 2nx)− 2m−nf(2nx)).








kar velja za vsak x iz E. Torej je {qn(x)}n∈N Cauchyevo zaporedje za vsak x iz E
in ker je E poln prostor, obstaja limitna funckija l(x) = limn→∞ qn(x).
Naj bosta x in y iz E. Ker je f(x) δ-aditivna preslikava, velja
‖f(2nx+ 2ny)− f(2nx)− f(2ny)‖ < δ.
Če neenačbo delimo z 2n, dobimo∥∥∥∥f(2nx+ 2ny)2n − f(2nx)2n − f(2ny)2n
∥∥∥∥ < δ2n
in ko n pošljemo proti neskončno vidimo, da velja
l(x+ y) = l(x) + l(y).
Torej je preslikava l(x) aditivna. V neenakosti (8) lahko x zamenjamo z 2nx in
vidimo, da je neenačba ∥∥∥∥f(2nx)2n − f(x)
∥∥∥∥ < δ(1− 2−n),
ko n pošljemo proti neskončno, enaka ‖l(x)− f(x)‖ 5 δ.
Enoličnost aditivne preslikave l(x) dokažemo s protislovjem. Naj bo L(x) tudi
aditivna preslikava, ki zadosti neenačbi ‖L(x)− f(x)‖ 5 δ za vse x iz E in l(y) 6=





sledi da ‖l(ny)− L(ny)‖ > 2δ. To nasprotuje neenačbama ‖L(ny)− f(ny)‖ 5 δ in
‖l(ny)− f(ny)‖ 5 δ, torej je l(x) edina aditivna preslikava, ki zadosti neenakosti
‖f(x)− l(x)‖ 5 δ za vsak x iz E. 
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Lema 3.3. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora in g : E → E ′ aditivna preslikava.
Če je g(x) zvezna v x0, je zvezna za vsak x iz E.





g(x− x0 + a)
= lim
x→x0
(g(x)− g(x0) + g(a))
= ( lim
x→x0
g(x))− g(x0) + g(a)
= g(x0)− g(x0) + g(a)
= g(a).

Izrek 3.4. Če je δ-aditivna funkcija f zvezna v eni točki iz E, je aditivna funkcija
l, za katero velja ‖f(x)− l(x)‖ 5 δ za vsak x iz E, zvezna za vsak x v E.
Dokaz. Predpostavimo, da l ni zvezna in f je zvezna v y. Potem obstaja pozitivno
število k in tako zaporedje točk xn iz E, ki konvergira proti nič, da ‖l(xn)‖ > 1k
velja za vsak n iz N. Naj bo m število večje od 3kδ. Torej je
‖l(mxn + y)− l(y)‖ = ‖l(mxn) + l(y)− l(y)‖ = ‖ml(xn)‖
in iz homogenosti evklidske norme lahko ocenimo




Po drugi strani je
‖l(mxn + y)− l(y)‖
= ‖l(mxn + y)− f(mxn + y) + f(mxn + y)− f(y) + f(y)− l(y)‖
5 ‖l(mxn + y)− f(mxn + y)‖+ ‖f(mxn + y)− f(y)‖+ ‖f(y)− l(y)‖
< 3δ
za dovolj velik n, saj iz zveznosti f v točki y velja limn→∞ f(mxn+y) = f(y). Torej
je l zvezna v y in po lemi 3.3 je zvezna za vse x iz E. 
Posledica 3.5. Naj bo f δ-aditivna preslikava iz E v E ′. Če je za vsak x iz E
preslikava t → f(xt) zvezna v realni spremenljivki t, potem je aditivna preslikava
l : E → E ′, ki zadosti neenakosti ‖f(x)− l(x)‖ 5 δ za vsak x iz E, homogena.
Dokaz. Za fiksen x je f1 : R → E ′, definirana s predpisom f1(t) = f(xt) zvezna
δ-aditivna preslikava. Upoštevajoč izreka 3.2 in 3.4 je preslikava l(xt) = l1 : R→ E ′
zvezna v t in aditivna, torej je l homogena. 
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Definicija 3.6. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora, k naravno število večje ali
enako 2, δ > 0 ter ‖.‖ evklidska norma. Preslikavi f , ki slika iz E v E ′, pravimo










Izrek 3.7. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora in f : E → E ′ δ-aditivna preslikava
k-tega reda. Potem za vsak x iz E obstaja limn→∞
f(knx)
kn






je aditivna in za vsak x iz E velja
‖f(x)− l(x)‖ 5 δ
k − 1
.
Dokaz. Če v (11) vstavimo x = x1 = x2 = · · · = xk, dobimo
(12)
‖f(kx)− kf(x)‖ < δ∥∥∥∥f(kx)k − f(x)
∥∥∥∥ < δk .
Dokažimo
(13)






Ker za n = 1 neenakost (13) drži, naredimo indukcijski korak n→ n+ 1. Ko v (12)
namesto x vstavimo xk−n−1 dobimo
(14)
∥∥∥∥1kf( xkn )− f( xkn+1 )
∥∥∥∥ < δk
in ko (13) delimo s k velja
(15)






Ko združimo (14) in (15) drži
(16)
∥∥∥∥f(x)kn+1 − f( xkn+1 )
∥∥∥∥ = ∥∥∥∥f(x)kn+1 − f( xkn+1 ) + 1kf( xkn )− 1kf( xkn )
∥∥∥∥
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∥∥∥∥f(x)kn+1 − 1kf( xkn )































(f(km−n · knx)− km−nf(knx)).
Brž ko je m < n lahko uporabimo (13) in velja











Torej je zaporedje {qn(x)}n∈N Cauchyevo za vsak x iz E in ker je E poln prostor
obstaja l(x) = limn→∞
f(knx)
kn
za vsak x iz E. Naj bo x1, x2, . . . , xk poljubna k-terica


















torej l je aditivna funkcija.






























Definicija 4.1. Naj bo E evklidski prostor, ‖.‖ evklidska norma in f preslikava iz
E v E. Preslikava f je izometrija, če velja
‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖
za vsak x in y iz E.
Trditev 4.2. Naj bo E evklidski prostor, f preslikava iz E v E. Če je f izometrija,
potem je zvezna.
Dokaz. Naj bo δ > 0 in x, y dvojica elemntov iz E, za katero velja ‖x− y‖ < δ.
Potem je
‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖ < δ,
torej je f zvezna preslikava. 
Definicija 4.3. Naj bo E evklidski prostor. Linearna preslikava f je ortogonalna,
če za vsako dvojico x, y iz E velja
〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉.
Lema 4.4. Naj bo E evklidski prostor. Če je preslikava f : E → E izometrija,
ohranja skalarni produkt.
Dokaz. Za vsako dvojico x, y iz E drži enakost
〈x, y〉 = 1
4




(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).
Torej, če je f izometrija, velja
〈f(x), f(y)〉 = 1
4




(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2)
= 〈x, y〉,
od koder vidimo, da, če je f izometrija, f ohranja skalarni produkt.
Lema 4.5. Naj bo E evklidski prostor in x, y elementa E, za katera velja ‖x+ y‖ =
‖x‖ + ‖y‖. Iz tega sledi, da sta x in y linearno odvisna, oziroma y = r · x za nek
r > 0. Potem velja
‖s · x+ t · y‖ = s · ‖x‖+ t · ‖y‖
za vsako dvojico s, t = 0 iz R.
Dokaz. Iz trikotnǐske neenakosti norme vemo, da za poljubna x in y iz E velja
‖x+ y‖ 5 ‖x‖ + ‖y‖. Enakost velja le v primeru linearne odvisnosti x in y. Torej
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ker je y = r · x, lahko enakost zapǐsemo kot
‖s · x+ t · y‖ = ‖s · x+ t · r · x‖
= ‖(s+ t · r) · x‖
= (s+ t · r) · ‖x‖
= s · ‖x‖+ t · ‖r · x‖
= s · ‖x‖+ t · ‖y‖ .

Lema 4.6. Naj bo E evklidski prostor in x, y iz E. Potem je 1
2
(x + y) enolično
določen element iz E, ki je od x in y oddaljen 1
2
‖x− y‖.
Dokaz. Lema očitno drži za x = y. Oddaljenost poljubnih elementov a, b iz E je
definirana kot ‖a− b‖. Torej je oddaljenost med x in 1
2
(x+ y) enaka∥∥∥∥x− 12(x+ y)






ter analogno za y.
Naj x 6= y in u, v elementa E, za katera velja






























S podobnim premislekom pridemo do
(22)
∥∥∥∥y − 12(u+ v)
∥∥∥∥ 5 12 ‖x− y‖ .
Če bi bile neenakosti v (21) in (22) stroge, bi to pomenilo
‖x− y‖ =








∥∥∥∥+ ∥∥∥∥y − 12(u+ v)
∥∥∥∥
< ‖x− y‖ .
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Torej v (21) in (22) veljajo enakosti in odtod sledi∥∥∥∥12(x− u) + 12(x− v)







Iz predpostavke x 6= y sledi x 6= u in x 6= v. Po lemi 4.5 to pomeni, da je
x− u = r · (x− v)
za nek r > 0. Iz predpostavke ‖x− u‖ = ‖x− v‖ je očitno, da je r = 1, torej je
u = v. 
Definicija 4.7. Naj bosta E in E ′ evklidska prostora. Preslikava f : E → E ′ je
afina, če je preslikava g : E → E ′, definirana s predpisom g(x) = f(x) − f(0),
linearna.
Izrek 4.8. Naj bo E evklidski prostor. Če preslikava f iz E v E zadosti enakosti
(23) ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖
za vsak par x, y iz E, potem je f afina preslikava.
Dokaz. Predpostavimo lahko, da je f(0) = 0, saj če to ne drži lahko definiramo novo
preslikavo g(x) = f(x)− f(0), za katero drži g(0) = 0 in g je izometrija. Torej velja∥∥∥∥f (x+ y2
)
− f(x)
















in podobno ∥∥∥∥f (x+ y2
)
− f(y)










za vsako dvojico x, y iz E.
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Preostane nam le še dokaz aditivnosti preslikave iz (24). Za poljubno dvojico x, y iz




















f(x+ y) = f(x) + f(y),
od koder sledi, da je f aditivna in po trditvi 4.7 sledi, da je f linearna. 
Posledica 4.9. Naj bo E evklidski prostor in f : E → E izometrija. Če velja
f(0) = 0, je f ortogonalna preslikava.
Dokaz. Iz izreka 4.8 sledi, da če je f izometrija, je f afina preslikava. Iz predpostavke
f(0) = 0 in definicije 4.7 sledi, da je f linearna. Ker po lemi 4.4 f ohranja skalarni
produkt, je f ortogonalna preslikava. 
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5. Stabilnost izometrij na evklidskih prostorih
Definicija 5.1. Naj bo E evklidski prostor, δ > 0 in ‖.‖ evklidska norma. Preslikavi
T , ki slika iz E v E, pravimo δ-izometrija, če za vsak par x, y iz E velja
| ‖f(x)− f(y)‖ − ‖x− y‖ | < δ.
Problem, ki ga bomo obravnavali v tem razdelku je podoben problemu stabilnosti
aditivnih preslikav. Če imamo preslikavo, ki ohranja razdalje le do določene na-
tančnosti, ali obstaja prava izometrija, ki jo aproksimira? Z drugimi besedami, ali
obstaja tak M > 0, da za vsako δ-izometrijo T obstaja izometrija U , za katero velja
‖T (x)− U(x)‖ < M · δ za vsak x iz E?
Izrek 5.2. Naj bo E evklidski prostor in T : E → E δ-izometrija z lastnostjo
T (0) = 0. Potem za vsak x iz E obstaja limn→∞
T (2nx)
2n







Dokaz. Naj bo x iz E in r = ‖x‖. Potem je
(26)
| ‖T (x)− T (0)‖ − ‖x− 0‖ | < δ
| ‖T (x)‖ − ‖x‖ | < δ
| ‖T (x)‖ − r| < δ
in
(27)
| ‖T (x)− T (2x)‖ − ‖x− 2x‖ | < δ
| ‖T (x)− T (2x)‖ − ‖x‖ | < δ
| ‖T (x)− T (2x)‖ − r| < δ.





| ‖T (2x)− 0‖ − ‖2x− 0‖ | < δ
| ‖T (2x)− 2 ‖x‖‖ | < δ
|
∥∥∥∥T (2x)2
∥∥∥∥− ‖x‖ | < δ2
zapǐsemo kot | ‖y0‖ − r| < δ2 .
Sedaj si oglejmo dve odprti krogli. S1 definiramo z {y ∈ E; ‖y‖ < r + δ} in S2
definiramo z {y ∈ E; ‖y − 2y0‖ < r + δ}. Iz (26) sledi, da je ‖T (x)‖ < r + δ in iz
(27) sledi, da je ‖T (x)− T (2x)‖ < r + δ, torej je T (x) v preseku S1 in S2. Naj Y
označuje presek krogel S1 in S2, ki je neprazen. Za vsak y iz Y velja
(29) 2 ‖y − y0‖2 = 2 ‖y‖2 + 2 ‖y0‖2 − 4〈y, y0〉,
(30)
‖y − 2y0‖2 = ‖y‖2 + 4 ‖y0‖2 − 4〈y, y0〉
< (r + δ)2
in
(31) ‖y‖2 < (r + δ)2.
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Ko upoštevamo (28), (30) in (31) v (29) sledi
(32)
2 ‖y − y0‖2 = 2 ‖y‖2 + 2 ‖y0‖2 − 4〈y, y0〉
= (‖y‖2 + 4 ‖y0‖2 − 4〈y, y0〉) + ‖y‖2 − 2 ‖y0‖2
< (r + δ)2 + (r + δ)2 − 2(r − δ
2
)2
= 2(r + δ)2 − 2(r − δ
2
)2







Iz (32) lahko ocenimo
∥∥∥T (x)− T (2x)2 ∥∥∥, ko je ‖x‖ < δ. Tedaj drži ocena
2
∥∥∥∥T (x)− T (2x)2
∥∥∥∥2 < 6rδ + 3δ22∥∥∥∥T (x)− T (2x)2











Po drugi strani, ko je ‖x‖ > δ drži ocena
2
∥∥∥∥T (x)− T (2x)2
∥∥∥∥2 < 6rδ + 3δ22∥∥∥∥T (x)− T (2x)2















∥∥∥T (x)− T (2x)2 ∥∥∥ < 2(δ ‖x‖) 12 + 2δ. Iz ocene sledi, da za vsak x iz E
velja neenakost
(33)
∥∥∥∥T (x2 )− T (x)2
∥∥∥∥ < 2− 12k(‖x‖) 12 + 2δ,





∥∥∥∥T (2−nx)− T (x)2n




2 ) + (1− 2−n)4δ.
Ker za n = 1 (34) drži, naredimo indukcijski korak n→ n+ 1. Ko delimo (34) z 2,
dobimo
(35)
∥∥∥∥T (2−nx)2 − T (x)2n+1








in ko v (33) namesto x vstavimo 2−nx dobimo
(36)
∥∥∥∥T (2−n−1x)− T (2−nx)2
∥∥∥∥ < 2− (n+1)2 k(‖x‖) 12 + 2δ.
Sedaj lahko dokažemo
∥∥T (2−n−1x)− 2−n−1T (x)∥∥ = ∥∥∥∥T (2−n−1x)− T (2−nx)2 + T (2−nx)2 − 2−n−1T (x)
∥∥∥∥
5
∥∥∥∥T (2−n−1x)− T (2−nx)2












2 ) + (
1
2



















2 ) + (1− 2−n−1)4δ,
s čimer je (34) dokazana za vse x iz E in za vse n iz N.




2 . Tedaj velja
(37)
∥∥∥∥T (2−nx)− T (x)2n
∥∥∥∥ < 2−n2 a(‖x‖) 12 + 4δ.
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Definirajmo zaporedje qn(x) =
T (2nx)
2n
. Za dvojico naravnih števil m in p sledi po
(37)
‖qm(x)− qm+p(x)‖ =
∥∥∥∥T (2mx)2m − T (2m+px)2m+p
∥∥∥∥
=


























Ko pošljemo m proti neskončno vidimo, da gre norma razlike proti 0. Torej je
zaporedje {qn(x)}n∈N Cauchyevo za vsak x iz E in ker smo v evklidskem prostoru,
ki je poln, sledi da limita U(x) = limn→∞
T (2nx)
2n
obstaja za vsak x iz E. Sedaj si
izberemo poljubni dve točki x, y iz E. Neenakost
| ‖T (2nx)− T (2ny)‖ − 2n ‖x− y‖ | < δ
delimo z 2n in ko n pošljemo proti neskončno vidimo, da velja
‖U(x)− U(y)‖ = ‖x− y‖ .

Izrek 5.3. Naj bo E evklidski prostor, T : E → E δ-izometrija, za katero velja
T (0) = 0, x in u elementa iz E, za katera velja ‖u‖ = 1 ter 〈x, u〉 = 0. Potem je
〈T (x), U(u)〉 5 3δ, kjer je U(v) = limn→∞ T (2
nv)
2n
za vsak v iz E.
Dokaz. Naj bo z = 2nu, kjer je n poljubno celo število in y poljubna točka na krogli
Sz s sredǐsčem v z in radijem 2
n. Potem je ‖y − z‖ = ‖z‖. Ker je T δ-izometrija,
velja
(38)
| ‖T (y)− T (z)‖ − ‖y − z‖ | < δ
‖T (y)− T (z)‖ < ‖y − z‖+ δ
‖T (y)− T (z)‖ < ‖z‖+ δ
‖T (y)− T (z)‖ < ‖T (z)‖+ 2δ
‖T (y)− T (z)‖ = ‖T (z)‖+ α,
kjer je |α| < 2δ.
Enakost (38) lahko prepǐsemo v
(39)
‖T (y)− T (z)‖2 = (‖T (z)‖+ α)2
〈T (y), T (y)〉 − 2〈T (y), T (z)〉+ 〈T (z), T (z)〉 = 〈T (z), T (z)〉+ 2α ‖T (z)‖+ α2
2〈T (y), T (z)〉 = 〈T (y), T (y)〉 − 2α ‖T (z)‖ − α2.
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Sedaj upoštevamo, da je z = 2nu in (39) delimo z 2n+1. S tem pridobimo enakost
(40) 〈T (y), T (2
nu)
2n






Naj bo {yn}n∈N zaporedje točk, kjer je yn = x+ r · u za r = 2n− (22n−‖x‖2)
1
2 . Vse
točke zaporedja {yn}n∈N ležijo na krogli Sz, saj velja
‖yn − z‖2 = 〈yn, yn〉 − 2〈yn, z〉+ 〈z, z〉
= 〈x, x〉+ r2 − 2〈x, z〉 − 2r〈u, z〉+ 〈z, z〉
= ‖x‖2 + r2 − 2n+1r + ‖z‖2
= ‖x‖2 + 2 · 22n − 2n+1(22n − ‖x‖2)
1




Še več, ker je limn→∞[2
n − (22n − ‖x‖2) 12 ] = 0 gre ‖yn − x‖ proti 0, ko gre n proti
neskončno. Po izreku 5.2 t = limn→∞
T (2nu)
2n
obstaja in je enotski vektor. Vrednost
|〈T (x), t〉| lahko razpǐsemo kot
|〈T (x), t〉| 5 |〈T (x), t− T (2
nu)
2n
〉|+ |〈T (x)− T (y), T (2
nu)
2n




5 |〈T (x), t− T (2
nu)
2n
〉|+ ‖T (x)− T (y)‖ ·
∥∥∥∥T (2nu)2n
∥∥∥∥+ |〈T (y), T (2nu)2n 〉|




da za vsak n > n0 velja




T je δ-izometrija, torej za prvi faktor v drugem členu velja ‖T (x)− T (yn)‖ <
‖x− yn‖ + δ in ker ‖x− yn‖ gre proti 0, ko gre n proti neskončno, obstaja n1,
da za vsak n > n1 drži ocena ‖T (x)− T (yn)‖ < δ + ε.
Po izreku 5.2 obstaja limn→∞
T (2nu)
2n
in je enotski vektor, torej obstaja n2, da za vsak
n > n2 velja ∥∥∥∥T (2nu)2n
∥∥∥∥ < (1 + ε).
Tretji člen ocenimo s pomočjo enakosti (40). Ker zaporedje {yn}n∈N konvergira k x
in |α| < 2δ obstaja n3, da za vsak n > n3 velja
〈T (yn), T (yn)〉 − α2
2n+1
< ε.
Ker je |α| < 2δ in limn→∞ T (2
nu)
2n




∥∥∥∥ < 2δ(1 + ε).
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Torej, če z n označimo max{n0, n1, n2, n3, n4}, velja
|〈T (x), t〉| 5 |〈T (x), t− T (2
nu)
2n
〉|+ ‖T (x)− T (y)‖ ·
∥∥∥∥T (2nu)2n
∥∥∥∥+ |〈T (y), T (2nu)2n 〉|
< ε+ (δ + ε)(1 + ε) + ε+ 2δ(1 + ε)
= 3δ + 3δε+ 3ε+ ε2.
Ko n pošljemo proti neskončno, sledi
|〈T (x), U(u)〉| 5 3δ.

Izrek 5.4. Naj bo E evklidski prostor in T : E → E bijektivna δ-izometrija. Potem




Dokaz. Definiramo preslikavo T−1 : E → E, ki označuje inverz T . Preslikava T−1 je
δ-izometrija, saj za poljubno dvojico x, y iz E velja
|
∥∥T−1(T (x))− T−1(T (y))∥∥− ‖T (x)− T (y)‖ | = | ‖x− y‖ − ‖T (x)− T (y)‖ |
< δ.
Po izreku 5.2 limita U∗(x) = limn→∞
T−1(2nx)
2n
obstaja za vsak x iz E in U∗ je
izometrija na E. Torej velja
‖2nx− T (2nU∗(x))‖ =





Ko neenačbo delimo z 2n velja∥∥∥∥x− T (2nU∗(x))2n
∥∥∥∥ < ∥∥∥∥T−1(2nx)2n − U∗(x)
∥∥∥∥+ δ2n ,
torej ko n pošljemo proti neskončno drži x = U(U∗(x)) za vsak x iz E.
Torej U je bijektivna izometrija. 
Izrek 5.5. Naj bo E evklidski prostor. Če je T : E → E bijektivna δ-izometrija
in T (0) = 0, je transformacija U : E → E, definirana z U(x) = limn→∞ T (2
nx)
2n
bijektivna izometrija in neenakost
‖T (x)− U(x)‖ < 10δ
velja za vsak x iz E.
Dokaz. Za poljubno točko x, x 6= 0, iz E definiramo vektorski podprostor M , ki je
ortogonalen na x. Po izreku 5.4 je U bijektivna izometrija na E in ker po lemi 4.4
U ohranja skalarni produkt, velja 〈U(m), U(x)〉 = 0 za vsak m iz M .
Naj bo w projekcija T (x) na U(M). Če je w = 0 je t = 0, v nasprotnem primeru naj
bo t = w‖w‖ . Po izreku 5.3 velja 〈T (x), t〉 5 3δ v obeh primerih. Z v označimo
U(x)
‖x‖ .
Torej je v enotski vektor, ortogonalen na t in koplanaren z t in T (x). Z uporabo
pitagorovega izreka lahko zapǐsemo enakost
(41)
‖T (x)− U(x)‖2 = 〈T (x), t〉2 + (‖U(x)‖ − 〈T (x), v〉)2
= 〈T (x), t〉2 + (‖x‖ − 〈T (x), v〉)2.
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Do te enakosti pridemo s projekcijo T (x) na t in v, ki sta ortogonalni. Naj bo
zn = 2
nx kjer je n iz celih števil. Če projekcija T (zn) na U(M), ki jo označimo z
wn, ni enaka 0, je tn =
wn
‖wn‖ , sicer je tn = 0. V obeh primerih velja 〈tn, v〉 = 0 in
|〈T (zn), tn〉| 5 3δ. Če je ‖T (zn)‖ 5 3δ takoj sledi ‖T (zn)‖ − |〈T (zn), v〉| 5 3δ. V
primeru, da je ‖T (zn)‖ = 3δ, obstaja ε > 0, da velja ‖T (zn)‖ = 3δ + ε. Torej velja
(42)
0 5 ‖T (zn)‖ − |〈T (zn), v〉|
= ‖T (zn)‖ − (‖T (zn)‖2 − 〈T (zn), tn〉2)
1
2
5 3δ + ε− (9δ2 + 6δε+ ε2 − 9δ2)
1
2
= 3δ + ε− (6δε+ ε2)
1
2
5 3δ + ε− ε
= 3δ.
Iz (42) pridemo do neenakosti
(43)
| ‖T (zn)‖ − |〈T (zn), v〉|| 5 3δ
| ‖zn‖ − |〈T (zn), v〉|| < 4δ,
saj je ‖zn‖ < ‖T (zn)‖+ δ.
Pridemo do dveh primerov. V prvem velja 〈T (x), v〉 = 0. V tem primeru, ko je v
(42) n = 0, uporabimo (41) in dobimo
‖T (x)− U(x)‖ = (〈T (x), t〉2 + (‖x‖ − 〈T (x), v〉)2)
1
2







V drugem primeru je 〈T (x), v〉 5 0. Potem obstaja naravno številom, za katero velja
〈T (zm), v〉 < 0 in 〈T (2zm), v〉 = 0, saj je 〈U(x), v〉 > 0. Tako preko pitagorovega
izreka in (43) dobimo neenakost
‖T (2zm)− T (zm)‖ = 〈T (2zm), v〉 − 〈T (zm), v〉
= 〈T (2zm), v〉 − ‖2zm‖+ ‖2zm‖ − 〈T (zm), v〉+ ‖zm‖ − ‖zm‖
> 3 ‖zm‖ − 8δ.
Vemo tudi, da je ‖T (2zm)− T (zm)‖ < ‖zm‖+ δ. Iz tega sledi






in posledično za vsak x, za katerega velja 〈T (x), v〉 5 0, drži ocena ‖x‖ 5 ‖zm‖ < 92δ.
Iz enakosti (41) pridemo do ocene
〈T (x), t〉2 + (‖x‖ − 〈T (x), v〉)2 = ‖T (x)‖2 − 2〈T (x), U(x)〉+ ‖U(x)‖2
〈T (x), t〉2 + ‖x‖2 − 2 ‖x‖ 〈T (x), v〉+ 〈T (x), v〉2 = ‖T (x)‖2 − 2〈T (x), U(x)〉+ ‖x‖2
〈T (x), v〉2 = ‖T (x)‖2 − 〈T (x), t〉2
〈T (x), v〉2 < (‖x‖+ δ)2
〈T (x), v〉2 < ‖x‖2 + 2 ‖x‖ δ + δ2
〈T (x), v〉2 < 81
4
δ2 + 10δ2
〈T (x), v〉2 < 121
4
δ2
|〈T (x), v〉| < 11
2
δ,
ki jo uporabimo v definiciji ‖T (x)− U(x)‖ in dobimo
‖T (x)− U(x)‖ = (‖T (x)‖2 − 2〈T (x), U(x)〉+ ‖U(x)‖2)
1
2
< (‖x‖2 + 2δ ‖x‖+ δ2 + ‖x‖2 − 2 ‖x‖ 〈T (x), v〉)
1
2
























Banach space Poln normiran vektorski prostor.
Normed vector space Vektorski prostor, na katerem je definirana norma.
Normed strictly convex linear space Normiran vektorski prostor Y je strogo
konveksen, če za a, b iz Y drži ‖a+ b‖ = ‖a‖ + ‖b‖ natanko tedaj, ko sta a in b
linearno odvisna.
Hilbert space Vektorski prostor z notranjim produktom, ki je tudi poln metrični
prostor. Metrika je izpeljana iz notranjega produkta.
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